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Liegt ein eindeutiger Reaktionsweg vor, so dominiert
in Gl. (A 12) fiir alle Temperaturen ein und dasselbe
Glied und wir erhalten
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wobei A4; eine von der Temperatur unabhingige Kon-
stante sein muf}. Tragen aber in Gl. (A 12) mehrere
Glieder zur Quergleitung bei, dann miilite sich die
GroBe A" wegen der sich mit der Temperatur @ndernden
Gewichtstaktoren [ (z1;1/G)/(z11(0) /G (0)) ]4#% T als tem-
peraturabhidngig erweisen. Den experimentellen Nach-
weis, dal A4 temperaturunabhdngig ist, haben wir an
Kupfer durchgefiihrt.

Zur Mehrwertigkeit des skalaren magnetischen Potentials
beim hydromagnetischen Stabilititsproblem eines Plasmas

Von R. Lst und E. MARTENSEN

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 706—713 [1960] ; eingegangen am 15. April 1960)

BernstEIN, Frieman, Kruskar and Kuisrup have found a variational principle (energy principle)
which provides a necessary and sufficient condition for the stability of a plasma configuration sur-
rounded by a vacuum and an external conductor. In this energy principle the perturbed magnetic field
in the vacuum is derived from a vector potential. In the present investigation the energy principle is
formulated with the help of a magnetic scalar potential instead of the vector potential, which simpli-
fies the application of the principle. The many-valued character of the scalar potential assures that
this description is equivalent to that using the vector potential. The nature of this many-valuedness

is thoroughly investigated.

In den letzten Jahren ist in einer ganzen Reihe
von Arbeiten die Stabilitdt von hydromagnetischen
Gleichgewichtskonfigurationen untersucht worden.
Von BernstEIN et al.! ist zur Untersuchung dieses
Problems ein Energieprinzip abgeleitet worden,
dessen Anwendung insbesondere bei der Untersu-
chung von komplizierten Gleichgewichtskonfiguratio-
nen sehr zweckméflig ist. In diesem Energieprinzip
wird das magnetische Storfeld des Vakuums, das
das Plasma umgeben soll, durch ein Vektorpoten-
tial 9 beschrieben. Dieses Vektorpotential wird
durch bestimmte Bedingungen eindeutig einer be-
liebigen Verschiebung des im Gleichgewicht befind-
lichen Plasmas zugeordnet. Fiir mancherlei Zwecke,
insbesondere fiir eine numerische Behandlung des
Problems, ist es indessen praktischer, das magneti-
sche Storfeld des Vakuums durch ein skalares Po-
tential @ an Stelle des Vektorpotentials zu beschrei-
ben, da man dann nur eine Funktion zu bestimmen
hat im Vergleich zu den drei Komponenten des Vek-
torpotentials. Das skalare magnetische Potential

1 1. B. Bernsteiy, E. A. Frieman, M. D. Kruskar u. R. M. Kuws-
rup, Proc. Roy. Soc., Lond. A 244, 17 [1958].

2 A. A. Buang, K. O. Frieoricas u. H. Grap, Theory of Max-
weLL’s Equations without Displacement Current, Notes on

kann aber auf Grund des dreifachen Zusammen-
hangs des Vakuumgebiets mehrwertig sein und ist
daher durch die Differentialgleichung A9 =0 und
seine auf den Berandungen vorgeschriebenen Nor-
malableitungen noch nicht vollstandig bestimmt; ab-
gesehen von einer fiir das Problem unwesentlichen
additiven Konstanten sind namlich die ,,Perioden®
des skalaren Potentials zuréchst noch offen.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, in
welcher Weise die vollstindige Bestimmung des ska-
laren magnetischen Potentials geschehen kann und
welche Vereinfachung sich daraus fir die Formulie-
rung des Stabilitdtsproblems ergibt. Hierbei wird we-
sentlich Gebrauch gemacht von Resultaten einer
Arbeit von Brank, Frieoricus und Grap 2, im folgen-
den kurz B.F.G. genannt. Ebenso werden eine Reihe
von Bezeichnungen aus dieser Arbeit iibernommen.

1. Das Stabilitatsproblem

Es werde eine Plasma-Gleichgewichtskonfigura-
tion von beliebiger Geometrie mit torusférmigem

Magneto-Hydrodynamics V. AEC Research and Develop-
ment Report NYO-6486, Institute of Mathematical Scien-
ces, University, New York 1957.
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ZUM HYDROMAGNETISCHEN STABILITATSPROBLEM EINES PLASMAS

Zusammenhang betrachtet. Das vom Plasma erfiillte
Gebiet 3 werde durch ein Vakuum 8 von einem
dulleren Leiter getrennt. Von der Grenzfliche ¥,
zwischen Plasma und Vakuum sowie von der Grenz-
fliche ¥, zwischen Vakuum und duBerem Leiter set-
zen wir lediglich dreifachen Zusammenhang voraus,
ohne dabei mit der Geometrie dieser Flachen irgend-
welche einschrankenden Bedingungen zu verkniipfen
(z. B. werden ausdriicklich keinerlei Symmetrie-
eigenschaften fiir ¥, oder ¥, gefordert).

Die zugrunde liegende Gleichgewichtslosung, de-
ren Stabilitdtsverhalten Gegenstand des Interesses
ist, genligt bekanntlich den Bedingungen

gradp + -417 [3B;, rot B;] =0,

] in B, (1)
div3B;=0

1 o 1 qno
P+ 87!%1_ BN%a’

(ns 2Bl) =0 ’
(na %a) =0

rot%a=0,} in B, (3)
divB,=0

wobei p den Gasdruck in %, B; und B, bzw. die
magnetische Feldstirke in 8 und 8 bedeuten und 1
stets die duBlere Einheitsnormale der betreffenden
geschlossenen Berandungsflache sein soll.

Das Problem der Stabilitat einer solchen Gleich-
gewichtslosung 1afit sich zurtickfithren auf die dqui-
valente Aufgabe, das Vorzeichen der Gesamtenergie-
anderung der Gleichgewichtskonfiguration

OW =W+ W+ oW, (4)

auf 3, (2)

zu untersuchen. Notwendig und hinreichend fiir die
Stabilitdt einer Gleichgewichtskonfiguration eines
Plasmas ist es, daB W fiir alle (nicht identisch ver-
schwindenden) Verschiebungen £ des Plasmas positiv
ist, wobei die Verschiebungen keinerlei Rand- oder
Nebenbedingungen unterworfen sind. Im einzelnen
bedeutet 6W; die Energiednderung des Plasmas und
ist mit 7 als dem Verhiltnis der spezifischen War-
men gegeben durch

Wi o [ [ [ Lol ) (5)
B

— (Erot By, rot[£, By]) +4 7y p(div E)?
+4a(divE) (& gradp) ) dg.
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OW den Beitrag durch die Energieidnderung infolge
der Verschiebung der Plasmaoberfliche

_ 1 2.2 2_B2_
Wi=por [ [ 25 (B2-B2-8ap) &f
& (6)
und schlieflich 6, die Energieinderung des Va-

kuumf{eldes

oW, = '81,7 /// (rot A)2dg, (7)
By

wobei U das (einwertig geforderte) Vektorpotential
der Storung des Vakuum-Magnetfeldes darstellt und
auf Grund des folgenden Existenzsatzes (B.F.G.) in
eindeutiger Weise durch die jeweilige Verschiebung

des Plasmas bestimmt ist: Zu jedem & aus B und
51 gibt es genau ein (einwertiges) N aus B, F,
und Fs mit

rotrotA =0, } %, (8)

divd =0
A= — (0, 8) B, auf Fy, (9)
mA1=0 auf Fs, (10)
(11)

/§j (n, ) df=0.

Hierbei ist die erste Gl. (8) die bekannte EuLErsche
Gleichung, die man durch Minimalisierung von (7)
bei festgehaltenen Randwerten (9) und (10) erhalt.

Die Forderung der Divergenzfreiheit fiir 2 in 3,
sowie die Bedingung (11) sind zwar zur eindeutigen
Festlegung von 2 notwendig und daher zur Schaf-
fung eindeutiger Verhaltnisse grundsitzlich niitzlich,
trotzdem aber fiir das eigentliche Problem, in wel-
ches gemdB (7) ja nur rot?[ Eingang findet, im
Grunde iiberfliissig. Hiervon kann man sich iber-
zeugen, wenn man fiir die Storung des Vakuum-
Magnetfeldes die Bezeichnung

0B, =rot A (12)
einfithrt und hierfiir aus dem Vorangehenden, ohne
von der zweiten Gleichung (8) oder von (11) Ge-
brauch machen zu miissen, die folgenden Beziehun-
gen herleitet:

roté%a=0,} in 8. (13)

divoB,=0
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(n,09,) = (1, rot A) = — Div[n, A auf F, und F»
(s. Anm. 3), (14)

auf 3§, (15)
auf 5, . (16)

(1, 9B,) =Div((1, £) B.)
(n,0%,) =0

Wire nun 8 ein einfach zusammenhingendes Ge-
biet, so wire 0 B, durch (13), (15) und (16) auf
Grund eines bekannten Satzes der Potentialtheorie *
bereits eindeutig bestimmt. Da 8 aber dreifach zu-
sammenhéingend ist, bedarf es nach B.F.G. noch der
Kenntnis der ,,Fliisse* von 0%, durch einen fest
gewihlten toroidalen Schnitt &; und einen ebensol-
chen meridionalen Schnitt &, durch 8. Dabei be-
deutet es fiir das Problem keine Einschrinkung,
wenn wir fordern, da} &; und &, sich in einer ein-
zigen, §; und I, verbindenden Kurve schneiden
und dal} der von §; nach ¥, gerichtete Durchlau-
fungssinn dieser Schnittkurve aus der positiven Fla-
chennormalen von &, und der von &, im positiven
Windungssinn (Rechtsschraube) hervorgeht. Die
auf §; bzw. ¥, verlaufenden toroidalen Randkurven
von &, seien §,; bzw. §,,, deren Umlaufungssinn
durch die Richtung der Normalen von &, festgelegt
sein moge; entsprechend seien €;; und €, die
meridional verlaufenden Randkurven von &, mit
dem durch die Normale von &, festgelegten Um-
laufungssinn (Abb. 1 und 2). Nunmehr erhalten
wir die gesuchten Flisse mit Hilfe des Stoxesschen
Satzes in der Form

[] (ng, 08 dj= — [ (,d8) + [ (A.ds).
S, €, (U

[, 08, df= [ (.ds) - [ (A.d9),
S €

([ll
wenn 11 die positive Fliachennormale von &; bzw.
&, bezeichnet; mit der Umformung
(2,ds) = ([[n, A], n], d3)

liefert die alleinige Benutzung der Randbedingun-

gen (9) und (10)
[ 0% df= [ (0E) (n,B,.d8),  (17)
1 (U

S

J] 0% df= — [ (n,§) (n, B, d3). (18)
S, G

©w

Auf Grund einer bekannten Vektorformel; dabei ist Div
die in der Fliche genommene Divergenz eines Vektors, der
nur auf der Fliche erkldrt zu sein braucht, jedoch in Rich-
tung der Tangentialebene der Fldche fallen muf3.

4 A.N. Tycuoxorr u. A. A. Samarsxi, Differentialgleichungen
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Damit liegt aber 0¥, =rot2[ eindeutig fest,
ohne daf} die Divergenzfreiheit von [ oder die Be-
dingung (11) benutzt wire, mit anderen Worten:
rot Y bliebe unverindert, wenn man div[ und

§§ (n,A) df beliebige Werte beilegen wiirde (die
¥

1
Existenz von [ ist auch in diesem allgemeineren

Fall nach B.F.G. gesichert). Aus Griinden der Ein-

Abb. 1.

Abb. 2.

Abb. 1. Toroidaler Schnitt &; durch das Vakuumgebiet B;
die positive Normale Ns von &, ist in die Zeichenebene
hineingerichtet zu denken.

Abb. 2. Meridionaler Schnitt &, durch das Vakuumgebiet 3 ;
die Orientierung von &, wird durch ng bestimmt.

fachheit halten wir im folgenden jedoch an der zwei-
ten Gleichung (8) und an (11) fest.
Es soll jetzt untersucht werden, in welcher Weise

das durch

0B, =rot A =grad D (19)

definierte skalare magnetische Potential @ bestimmt
ist. Der Gradient des moglicherweise mehrwertigen
skalaren Potentials @ kann immer in den Gradienten
eines einwertigen skalaren Potentials @* und in eine
Linearkombination von Vektoren );, i=1,2, zer-
legt werden:

0B, =grad @ =grad O* + Z 7idi. (20)
i=1
(s. Anm.?).

Hierbei sind die 7; durch die vom Wege unabhén-
gigen Integrale

der mathematischen Physik. VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1959, S. 373 —376.

5 Diese Zerlegung ist als Definitionsgleichung fiir grad @*
bzw. ®* selbst aufzufassen; die Einwertigkeit von @* ist
dabei eine notwendige Folge von (20) und der anschlie-
Bend unabhingig von (20) erklirten Grofen y; und?); .
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yi= [ (grad @, d8), i=1,2, (21)
€

eindeutig bestimmt und heiflen die ,,Perioden des
Potentials @; die in B verlaufenden geschlossenen
Kurven ©;, i=1, 2, sind beliebig bis auf die ein-
schrinkenden Forderungen, daf} sich € unter allei-
niger Durchdringung von §; im Inneren von
und €, unter alleiniger Durchdringung von ¥, im
AuBeren von ¥, in einen Punkt zusammenziehen
laBt und daB der Durchlaufungssinn der ©; bzw.
durch die positive Normale der von ihnen geschnit-
tenen Flichen &; bestimmt wird (Abb.1 und 2).
Hiernach durchlaufen €; und €, bzw. das Vakuum
LB im meridionalen und toroidalen Sinn. Die Perio-
den y, und y, geben bei einem positiven Umlauf in
meridionaler bzw. toroidaler Richtung entlang €,
bzw. €, die betreffenden Zuwachsraten des Poten-
tials @ an, die, wie man durch Integration von (19)
tiber ©; und anschlieBende Benutzung des Srtoxes-
schen Satzes sofort sieht, den durch die Storung her-
vorgerufenen Anderungen der Gesamtstrome pro-
portional sind, die durch das Plasma einschlief}-
lich seiner Oberfliche $; in toroidaler Rich-
tung bzw. durch den #uBeren Leiter einschlieBlich
seiner Begrenzungsfliche 3, in meridionaler Rich-
tung flieBen. Die Vektoren 9);, i=1, 2, sind als die
jeweils einzigen Losungen der folgenden beiden

Randwertprobleme (B.F.G.) definiert:

“’tg]l:o’} in 8, =12,  (22)

divy);=0 ‘

(n,9) =0 auf ¥, i=1,2, (23)

(n,9) =0 auf ¥y, i=1,2, (24)
(s. Anm.®), 4, k=1,2. (25)

[ (D, d8) =4
(O]

Durch Einsetzen von (20) in (13), (15) und
(16) erhédlt man unter Benutzung von (22) bis
(24) fiir die Bestimmung des einwertigen skalaren
Potentials @* das Neumannsche Problem (zweite
Randwertaufgabe der Potentialtheorie)

AD* =0 in B, (26)
“T =Div((m,£) B,) auf ¥, (27)
dd* o
5 =0  auf Fs. (28)

6 i ist das Kronecker-Symbol; es hat den Wert 1 fiir i=k
und den Wert O fiiri &= k& .
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Der entsprechende Existenzsatz 7 besagt, da8

[ ELaT //shdf

notwendig und hinreichend ist fiir die Existenz eines
einwertigen und bis auf eine additive Konstante ein-
deutigen ®*; diese Bedlnounfr ist aber wegen (27)
und (28) identisch fiir alle £ erfillt, da das iiber
eine geschlossene Fliache genommene Integral einer
in der Fliache genommenen Divergenz stets ver-
schwindet.

Zur vollstandigen Beherrschung des moglicher-
weise mehrwertigen Potentials @ bedarf es jetzt noch
der Berechnung der Perioden y;, die natiirlich durch

die Verschiebung £ auf dem Wege tiber das Vektor-
potential eindeutig bestimmt sind, wie man durch
Einsetzen von (19) in (21) unmittelbar sieht. Bei
unserer Fragestellung kommt es daher im folgenden
darauf an, das Vektorpotential aus dieser Verkniip-
fung zu eliminieren. Dazu ist es zweckmiBig, zu-
néchst noch einige andere Grofien einzufiihren.

2. Die Induktionsmatrix

Zu zwei vorgegebenen Perioden y; gibt es auf
Grund des schon im vorigen Abschnitt benutzten
Existenzsatzes genau ein Vektorfeld J), welches den
Bedingungen

rote)=0, } in 9, (29)
div))=0
(n,9) = auf (30)
n,9) = auf 3, (31)
[@.48) =y, i=1,2, (32)
¢
geniigt. Dieses ist gegeben durch
: g ‘
D= D7 (33)
=
(34)

Die Flisse o= [ [ (n,,9) df, i=1,2,

< %
des nur von den y; abhingigen Feldes J) hingen
wegen (32) unmittelbar algebraisch von den y; ab,
denn es gilt

izi‘zl‘ll«.yka i=]~729

(35)

7 E. Goursat, Cours d’Analyse Mathématique, tome III. Gau-
thier-Villars, Paris 1942.
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mit  Ly=da [ [ (0.9 df, ik=1,2. (36)

Si
Die Matrix L;;, die gemafl (35) den unmittelbaren
Zusammenhang zwischen den Umlaufintegralen y;
und den FluBlintegralen o; eines den Gln. (29) bis
(31) gehorchenden Vektorfeldes J) herstellt und in-
folgedessen allein von der Geometrie der Beran-
dungsflachen §¥; abhingt, wird ublicherweise als In-
duktionsmatrix bezeichnet (B.F.G.). Da die J); die
Dimension einer reziproken Linge besitzen, hat die
Induktionsmatrix die Dimension einer Léange. Es sei
noch besonders erwihnt, daf} die Vakuumschnitte ;
auf Grund von (29) bis (31) beliebig gefiihrt wer-
den diirfen.

Wir leiten im folgenden zwei wichtige Eigenschaf-
ten der Induktionsmatrix her, die man in allgemeiner
Form auch bei B.F.G. ausgesprochen findet.

Zunichst gilt die Symmetrieeigenschaft

Lij=Ly;. (37)

Den Beweis erbringen wir, indem wir zeigen, daf}
die Induktionsmatrix (36) als Volumenintegral

Li=4a [[[ (D, Di) dg, ik=1,2, (38)
3

dargestellt werden kann. Da sich die J); ihrerseits
wegen (22) und (25) als Gradienten von grundsatz-
lich mehrwertigen Potentialen @; darstellen lassen,
die im Falle positiver Durchlaufung beliebiger €;
beim Durchgang durch &; um den Wert 1 zunehmen,
ergibt (38) durch partielle Integration

Lik=4nf4/ (grad @;, J)x) dg
—daf[ (@, YD) df—4af [ (D, ) df
Fa F
+4~7t// (nsa@k) df—4~7l/ff‘1’zdw@hdg-
Si B

Wegen der speziellen Eigenschaften (22) bis (24)
ist dieser Ausdruck mit der Definition (36) der In-
duktionsmatrix identisch.

Die zweite wesentliche Eigenschaft der Induktions-
matrix besteht darin, daf} die zugehorige quadrati-
sche Form positiv definit ist, d.h. fiir alle nicht
gleichzeitig verschwindenden Perioden y; und 7,
gilt

2
Z it ViV >0. (39)

||MM

Zum Beweis betradlten wir das durch (33) gegebene
Vektorfeld J) fiir zwei nicht gleichzeitig verschwin-
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dende Perioden y;. Dieses Feld ist nun sicherlich
nicht in B identisch Null, da sonst die Integration
von (33) iiber €, und €, wegen (25) sofort den
Widerspruch zur Voraussetzung y; =7y, =0 ergeben
wiirde. Aus Stetigkeitsgriinden existiert somit immer
ein in B gelegenes, abgeschlossenes Gebiet, in wel-
chem J) +0 ist, so dal man in jedem Falle mit Hilfe
von (33) und (38) die Ungleichung

///de—— Z Z Lixyi7k>0

i i=1k=
bekommt.

Als eine unmittelbare Folge von (39) bekommt
man fiir die Determinante der Induktionsmatrix be-

kanntlich die Ungleichung
det(Liyx) = Ly Lyy — L1532 >0. (40)

Damit ist die Existenz der (g]elchfalls symmetri-

schen) reziproken Induktionsmatrix L{Dauf Grund
des linearen Gleichungssystems

2

ZL,J LGP =6y, i,k=1,2, (41)

=1
gesichert. Insbesondere ist es nunmehr méglich, Gl.

(35) fiir die Flisse 0; nach den Perioden y; hin
aufzulosen:

—4a LiPo, i=12. (42)

k=1

Wir geben anschlielend zwei Beispiele fiir die Be-
rechnung der Induktionsmatrix an. Dabei benutzen
wir Zylinderkoordinaten (r, ¢, z).

Beispiel 1: Periodischer Plasmazylinder. Die
Grenzflichen des Vakuums seien gegeben durch
0z,

0=z,

Fa: T=ra,
wobei r; den Radius des Plasmazylinders, ry>r,
den Radius der Innenfliche des duBleren Leiters und [
die Hohe des Zylinders bedeutet. Als Vakuumschnitte

wahlen wir

C: nnEr=sr,, =0, 0Z:Z1,
Gy: nnErsr,, 0§¢§2 z=0;

die positive Normalenrichtung von &, entspreche
wachsendem ¢, so daf} die von &, auf Grund der
Voraussetzungen wachsendem z entspricht. Die $);
ergeben sich folgendermaflen aus (22) bis (25)



ZUM HYDROMAGNETISCHEN STABILITATSPROBLEM EINES PLASMAS

@1:_(0’1/2:1"90)3 (43)
2:=(0,0,1/1) . (44)

Wegen (9);,3):) =0 ist die Induktionsmatrix dia-
gonal (L;3=0), und ihre Diagonalelemente berech-
nen sich aus (36) zu

L11=2l1n “:i, (4'5)
1
Lyp=4a2 200, (46)

Beispiel 2: Plasmatorus. Die Grenzflichen des
Vakuums seien
Fi: (r—a)?+22=07,
Fe: (r—ay)?+22=05?
mit @; und a, als den groBen Radien von Plasma-
torus und duBerem Leiter und 0;<a; und 0,<a,
als den entsprechenden kleinen Radien. Die positiven
Konstanten a,, a5, 0;, 0, miissen natiirlich so ge-
wihlt sein, daB ¥, ganz im Inneren von 3, liegt;
hierfiir ist notwendig und hinreichend
Gy +02>0; +0,
Ay —02<0;— Q4.
Die Schnittflichen seien beschrieben durch
S+ Srsa+0, 0S9<2a, z=0,
S, =8» 0 Gy,

wobei

©g: r=a;+0cos?, =0, z=psin?,
0<¢=g, 0=9=2am,

Spe: r=ay+o0cos?¥, ¢=0, z=p9sin?,
0=0=0, 0=9=27;

die positiven Normalenrichtungen von ©; und &,
entsprechen wachsendem z bzw. abnehmendem ¢.
Die 9); lauten dann

@1'—:()’7’(’!‘2)9 05 Yz(raz))s (4'7)
=(0, ~1/2ar, 0), (48)

so daB wir auch hier eine diagonale Induktions-

matrix bekommen. Die Berechnung von Ly, ist aber

nicht in geschlossener Form moglich, doch kann man

immerhin noch eine Integration in (36) ausfiihren:

ast o0,
L11=8n"’f Y,(r,0) rdr.
a;+o,
Das Integral (49) lat sich jedoch ohne Schwierigkei-
ten numerisch auswerten, wenn nur Y, (r, 0) an eini-

(49)
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gen wenigen Punkten des Intervalls
0+0 Sr<ay+0;
bekannt ist. SchlieBlich berechnen wir

L22=2/ﬁ/,}df
_ 1 g 1 47
_2‘6/”/rdf 2@/ﬂ/rdf,

o1 2x
1 f dd do
2 LW _edvde
//T / 2,/ _/a;—}—gcosz?
Soi 0=09=0

_odo

=4 -
Vai’—¢*
0+

o=

=4‘n(ai_1/?—9i27) ’ i=17 2;

eingesetzt:
Lyp=47(ay— oy~ Va? —0* +Va* ~ %) (50)

Die Tatsache, daBB die Induktionsmatrix in beiden
betrachteten Fillen diagonal ist, gilt nicht allgemein.
Beispielsweise erhilt man fur stellaratorférmige An-
ordnungen, bei denen die Felder J); eine Rotatio-
nal-Transform, d.h. nicht geschlossene Feldlinien
besitzen konnen, auf Grund von (36) ein im allge-
meinen nicht verschwindendes L;,, wie man durch
geeignete Wahl der &; leicht erkennt.

3. Berechnung der Perioden

Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz:
Fiir den einwertigen Anteil @* des maoglicherweise
mehrwertigen skalaren magnetischen Potentials ©
gilt

[[[ (grad @*.9) dg=0, i=1,2. (51)
B

Partielle Integration ergibt namlich

/ Q[ [ (grad *,9)) dg— 4 [ e, 9, df
—[[ e 9o df — [[] & dividg,

und dieser Ausdruck verschwindet auf Grund der
besonderen Eigenschaften der );.

Eliminieren wir grad @* in (51) durch die aus
(19) und (20) folgende Identitat

grad @* =rot A — 2 Yk D
=51
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so ergibt sich unter Benutzung der Darstellung fir
die Induktionsmatrix (38) die Identitat

J£f (rot 3, 9)) dg— Z A

l:1

Durch partielle Integration erhdlt man

L (201,90 df = [ ] (D0, 20,9 df

g
1 O
- ) Liyyr=0
e A-;l

2 45
Einsetzen der Randbedingungen (9) und (10) so-
wie Benutzung der Rotationsfreiheit der J); liefert

-z“ (u,, ) (B.. ) d

1 &

+ /fj (U, rotY)) dg—
B

Jw

7 2 9

(52)
und hieraus folgt durch Matrix-Multiplikation mit
der inversen Induktionsmatrix

k

H

yi—da Y LG [ (%) By D) 4f. =12,
k=1 T (03)

Fiir das Beispiel des periodischen Plasmazylinders
lauten die Perioden hiernach wegen (43) bis (46)

1 Z\ R, ;
y = T(/TU (&) B df,  (54)
A1

re= —e s [ [ L5)Budf. (55)
&1

a(r?—=r®) J

wihrend man fir den Plasmatorus auf Grund von

(47) bis (50)
[ &) Buveas

F [~
1= as «Ln ? (36)
"*tj Y. (r,0) rdr
a;+o,

jj (0, &) (By,/r) df
E 2 i(ag
erhilt, wobei B,; und Y; die im positiven meridiona-
len Sinne genommenen Tangentialkomponenten von
B, und ), auf der Plasmaoberfliche ¥, sind. Aufler-
dem ist benutzt, dafl man die Inverse der in diesen
beiden Fillen diagonalen Induktionsmatrix in der
einfachen Form

1
Ly

1

L) X
11 B

L = LY = 0, L=

bekommt.

—Var—or+yar—at 7 [[[ (grad #20g= [ [ (0. F)

R.LUST UND E. MARTENSEN

4. Energiedanderung des Vakuumfeldes

Aus (7), (19) und (20) erhalten wir fiir den von
der Storung des Vakuumfeldes herriihrenden Ener-
giedinderungsanteil

L[ (i S,

n

OW“ .

grad % + Z Vil

k=1

/c)dg-

Benutzung des Hilfssatzes zu Beginn des vorigen Ab-
schnitts und der Darstellung (38) fiir die Induk-

tionsmatrix ergibt

? ZLU/!//

ill\l

(58)

32 7

Da @* einwertig ist und der Larraceschen Dgl. (26)
geniigt, 1aft sich das auftretende Volumenintegral
auf Grund des Greenschen Satzes in die Summe
zweier Oberflachenintegrale tiberfithren:

/// (grad O*)?

N
/Q)*O(p*df //q)*ads

und die Randbedingungen (27) und (28

/// grad #*)2dg— — [ [ &* Div((n, §)

1

) liefern
B.) df .

Hier 1afit sich, wenn Grad den in der Flache ausge-
filhrten Gradienten eines Flachenskalars bedeutet,
noch eine weitere partielle Integration in der Fliache
551 ausfithren, wobei man sofort erkennt, dal} der
ausintegrierte Bestandteil verschwindet:

B, ,Grad D*) df .

(59)
Da B, entsprechend (2) auf der Plasmaoberfliche
keine Normalkomponenten besitzt, gilt dort

(B, . Grad D*) = (V, . grad D*),

und man bekommt durch Einsetzen von (53) und
(59) in (58) den gewiinschten Ausdruck fir die
Energieiinderung des Vakuums, in den nur noch
die Verschiebung & des Plasmas und das einwertige
Potential @* eingeht:
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(1, &) (B, grad D*) df (60)

e ]

&

3155 L“’(jf (1, £) (B, D) d/)
i=1j=1
-(ff (n, §) (B, D) df>.

1

. -

Fir bestimmte numerische Verfahren ist es in-
dessen zweckmifig, auch noch die Berechnung von

@* zu vermeiden; dies sind solche Verfahren, die

es ermoglichen, direkt
0%B,* =grad o* (61)

bzw. nur die in (60) auftretenden Tangentialkom-
ponenten von 6 B,* auf §; zu berechnen. Eliminiert
man zu diesem Zwecke D@* aus (26) bis (28), so
erhilt man das nach bekannten Sidtzen (B.F.G.)

genau eine Losung 0 B,* besitzende Randwert-
problem
rot 0B, =0,} in B, (62)
divdB,*=0
(n,0B,*) =Div((1, £) By)  auf F,, (63)
(n, 6 B,*) =0 auf {p,  (64)
i-1,2. (65)

[ (6%.%,d3) =0,
G

Es erscheint bemerkenswert, daf nicht die Induk-
tionsmatrix L;; selbst, sondern nur ihre Inverse L ;"
in den endgiiltigen Energieanderungsausdruck (60)
eingeht. Wir geben daher noch die allgemeine ex-
plizite Darstellung der inversen Induktionsmatrix
an:

L L
L( -1) = 22 L 7 oy . |
. ¥ Lu L2)—Lw2 ’ = Lu Ly,— L1°
L =L = . (66)

T Ly Ly Lyt
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Mit L besitzt bekanntlich auch L(;"die Eigen-
schaft, dafl die zugehorige quadratische Form posi-
tiv definit ist. Daher bt der durch die Mehrwertig-
keit des skalaren magnetischen Potentials, d. h. der
durch die Anderungen der beiden Gesamtstrome be-
dingte Bestandteil der Energieinderung (60) stets
einen stabilisierenden EinfluB auf das Gesamitpro-
blem aus.

Im Spezialfall des periodischen Plasmazylinders
erhélt man auf Grund des Vorhergehenden

6W:l: 7

o [ [ 5 Bugraddndf  (67)
81

1 . < 5

1 = 2
* Sty (L]0 5 Baedl)
und fiir den Plasmatorus ergibt sich

lz~ // (n, é_;) (B, grad %) df

'
351

+ 2Lu ([/(n,s)Bathdf)
( [ (0.8 B,/ df)

o e th o .
Vaz'—9>2+ Vax _012)

W=~ (68)

32 7% (ay—a;—

mit dem geschlossen nicht auswertbaren Integral
(49) fiir den Induktionskoeffizienten Ly, .

Die Verfasser danken Herrn Dr. K. J6rcEns, dessen
unveroffentlichite Untersuchungen zum Problem der
Mehrwertigkeit des Potentials eine wesentliche Hilfe
waren, fiir wertvolle Anregungen und Diskussionen.



